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Axiomatik der metrischen Spintensoren in der
projektiven Relativititstheorie

Von ErNsT ScHMUTZER

Aus dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universitdt Jena
(Z. Naturforschg. 15 a, 831-—835 [1960] ; eingegangen am 30. Juni 1960)

Auf der Grundlage zweier Axiome fiir die metrischen Spintensoren (Verallgemeinerung der PavLi-
Matrizen) im projektiven, 5-dimensionalen gekriimmten Raum werden die verschiedenen algebraischen
Relationen zwischen diesen Spintensoren hergeleitet. Dabei zeigt es sich, da3 die zugehorigen Projek-
tionen in die Raum-Zeit-Welt auf die fiir diese frither deduzierten Verkniipfungen fiihren. Die Kennt-
nis dieser Relationen ist wichtig fiir die logische Vereinigung von Spinortheorie und projektiver

Relativitdtstheorie.

Da die verallgemeinerte projektive Relativitats-
theorie eine auf einer tensoriellen Geometrie basie-
rende Feldtheorie ist, die die Erscheinungskomplexe:
Gravitation, Elektromagnetismus und einen weite-
ren, in der physikalischen Deutung jedoch noch um-
strittenen Komplex ! umfafit, liegt der Wunsch nahe,
einen konsistenten Einbau der Spinoren in diesen
projektiv-relativistischen Rahmen zu erreichen, um
auch quantenphysikalische Konsequenzen ziehen zu
konnen. Hinsichtlich der Erforschung der Bispinoren
liegen Untersuchungen von Lupwic? und Rumer 3
vor. Wie in einer kiirzlich erschienenen Arbeit be-
merkt 4, ziehen wir aus gewissen Griinden die eigent-
liche Spinortheorie vor, die wir im Anschluf} an In-
FELD und vAN DER WAERDEN in einigen Richtungen
weiterentwickelt haben. Fiir die Fortfiihrung dieser
Gedanken auf der Basis der projektiv-relativistischen
Theorie ist die Kenntnis der algebraischen Relatio-
nen der metrischen Spintensoren von entscheidender
Bedeutung. Wir gehen dabei so vor, dafl wir im
Sinne von Harisu—CuaNprA® auf der Grundlage
zweier Axiome den 4-dimensionalen Formelappparat
so fiir den 5-dimensionalen projektiv-relativistischen
Raum verallgemeinern, dall ersterer durch Radial-
und Fléachenprojektion (Entwicklung dieses Projek-
tionsapparates in fritheren Arbeiten des Verf.!) aus
dem verallgemeinerten Formelapparat eindeutig her-
vorgeht.

Wir wiederholen kurz die wichtigsten von uns
frither gebrauchten Begriffe und Bezeichnungen, an
die wir uns im wesentlichen wieder halten wollen:
Kleine griechische Indizes beziehen sich auf den

1 E. Scamurzer, Z. Phys. 149, 329 [1957]; 154, 312 [1959];
Wiss. Z. Univ. Jena, Jahrg. 8, 15 [1958/59], math.-naturw.
Reihe (Zusammenfassung).

2 G. Lupwie, Fortschritte der projektiven Relativitatstheorie,
Verlag Vieweg, Braunschweig 1951.

projektiv-relativistischen Raum und laufen von 1-5,
wahrend kleine lateinische Indizes der Raum-Zeit
entsprechen und deshalb von 1 —4 zu nehmen sind.
Beide Sorten von Indizes sind Tensorindizes. Grofe
lateinische Indizes sind Spinorindizes und laufen
von 1—2 iber die Dimensionen des komplexen
Spinorraumes. {z'} sind die 4 Raum-Zeit-Koordina-
ten. Die zugehorige metrische Signatur sei + + + —,
so daB g= —| g;j|>0 wird. {X*} sind die 5 pro-
jektiven Koordinaten, wobei wir g= —|gw| >0
withlen wollen. {e;} stellt das vektorielle 4-Bein dar,
das die Raum-Zeit-Welt aufspannt, wihrend {e.}
als vektorielles 5-Bein den projektiv-relativistischen
Raum aufspannt. Letzterer kann auch durch die Vek-
toren {¢;, ®=e.X*} aufgespannt werden, wobei
dann folgende Beziehungen gelten:

) i alt » v 51 X'R
C=gptt, C=gprtga,
; ozt
eR=Xi=0, =% (1)

o % XX .

gig;tzg,uf ’S,Z” s SZ=St‘.’:X”X‘u'
Mit dem antisymmetrischen Spintensor yap, fir
den die Relation:

P8 =paC=06,C

VAB) (KroNeckER-Symbol)  (2)

besteht, werden Spinorindizes folgendermaflen be-
wegt:

ay=7ypaa®, at=y"Bap. (3)
Der durch die spinoriellen Basisvektoren {¢;p} auf-
gespannte, der Raum-Zeit-Welt zugeordnete Spinor-

3 J.B. Rumer, Untersuchungen zur 5-Optik, Moskau 1956
(russ.).

4 E. Scumurzer, Z. Naturforschg. 15a, 355 [1960].

5 Harisu-Cuasora, Proc. Ind. Acad. Sci. 23, 152 [1946].
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raum ist mit den Basisvektoren der letzteren folgen-
~dermaflen verknupft:

. ) _ AB .
eip = — Ot , ¢ =%50""¢eip, (4)

wobel ¢;p =eépi gilt. Die metrischen Spintensoren
0,ip erscheinen damit als Skalarprodukte beider Ar-
ten von Basisvektoren.

§ 1. Relationen zwischen den metrischen Spin-
tensoren im projektiv-relativistischen Raum

Wir definieren die metrischen Spintensoren o,;p
im projektiv-relativistischen Raum in Verallgemeine-
rung der oben zitierten Uberlegungen als die Skalar-
produkte:

OuiB = — Cip €= OiinC ¢ = 0iingy- (5)
Durch Multiplikation mit g;* resultiert daraus:
0uiB Y = Ojin (6)
und durch Multiplikation mit X# gewinnt man:
0 X' =0;ip X' =0. (7)

Die algebraischen Relationen zwischen den metri-
schen Spintensoren werden nun durch die beiden
folgenden Axiome festgelegt:

Axiom I : o0,ip = 0,54 (HerMITEZitAL), (8)
Axiom II: UﬂﬁA Ouic = 0w Yac + AX, X, yic  (9)
+ B E;wgrx iﬁi 0-91.;:\ OJBC ¢

Dieses letzte Axiom stellt die allgemeinste Zerlegung
des o-Produktes in metrische Groflen nach sym-
metrischen und antisymmetrischen Anteilen dar. Da-
bei sind 4 und B zunichst noch beliebige Ansatz-
konstanten, die aus der inneren Konsistenz des
Axioms zu bestimmen sind. Man beachte schlieflich
noch die Invarianzkonsistenz des Axioms bei der
Vertauschung 1 <— v, A <— C. Zur Berechnung
der Konstanten 4 und B sowie fiir andere spitere
Rechnungen benétigen wir Ausdriicke fur die ver-
schiedenen Produkte zwischen den Levi—Crvitaschen

’ X, X
B . e nay
O',u A OBc = g,uv ‘VAC - S2

i X* B .
YacE 5 Eunorx g O A O BC-
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Pseudotensoren:

Euvafy = Vé duvaﬂy . 8/(1':1/)’7 . ]} 6/0'1/}’7 . (10)
g

Bei Beachtung der Symmetrieeigenschaften und der
entsprechenden Normierung gelangt man zu folgen-
den Darstellungen:

By W (11)
= Qg+t + g gk - gl gl gt gl
+gr9592 9% + 9l a5t i+ 9l gt 9Tl + gt 9k 9T gl
+ 0l glgl g+ i gl kgl + olalarel + 9l gt gl
— 90959798 — 9NNt ah — 959590 9k — 9t 939t g
— 9999 — 9959k dl — 9i a0 97 9 — 9) 9k 9l g

i % 0 % A G PN I |

— 9795979 — 9N 9599 — 9L 909t 9% — 9r9h 9r g5

Epvgen €77 = 2[03 02 0% + 65005 + 93 9%0, (12)
— 9,07 95 — 0h 9t g% — 039t dl].

Euvre 8PP =6 [g8 g% — g% 03], (13)
Evora g = — 24 gg > (14')
ez €70 = — 5! (15)

Nach diesen Vorbereitungen iberprifen wir jetzt
die Konsistenz von (9): Wir gehen aus diesem
Grunde mit der linken Seite von (9) in die rechte

Seite von (9) ein und erhalten bei Verwendung
von (12):

(16)

o .
B r. A
uvota g (o BC -

G,UBA 03¢ = Juv YAC + AXN Xv YAc
—4 B3¢

Daraus liest man dann sofort durch Vergleich mit
(9) ab:
B=ti/2. (17)

Das Auftreten beider Vorzeichen ist aus transfor-
mationstechnischen Griinden erforderlich.

Durch Multiplikation von (9) mit X* resultiert
fiir die zweite Unbekannte A4 :

A= _1/82, (18)

so daB wir das Axiom II in der folgenden endgiilti-
gen Form schreiben konnen:

(19)

Durch Addition und Subtraktion mit vertauschten Indizes ergeben sich daraus die bemerkenswerten Ver-

tauschungsregeln:
B 5 B R Xy
O',u A OyBC + 0, A O‘/IBC =2 (g,m' - S2 ) VAC > (20)
. " X "
B . B . . 2B .
O, A 0BC — 0y A Oup3c = 4 Epvoro, S o? A GTB(‘ s (21)
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die wir als die richtigen Verallgemeinerungen der
4-dimensionalen Vertauschungsregeln anzusehen ha-
ben [vgl. Regel (20) in der Bispinorform nach
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Auf die ersten beiden Faktoren des ersten Gliedes
der rechten Seite wenden wir abermals (19) an, so
dafl nach einigen Umformungen schlieflich folgt:

Lupwic 2 !]. Durch Verjiingung gewinnt man daraus

: X 3
die weiteren Formeln: 6 0*py = +1wH 'Sﬁ o1’ 0,5 oua- (26)
: XX
0Pt o0 = —2 (g#v - %f) ’ (22)  Eliminiert man die letzten beiden Faktoren der
JBA - . rechten Seite wiederum vermoge (19), so resultiert
= ) Oups = =8, (23) bei Benutzung von (12):
0P, ouc =4 7ac- (24) ;
- p et C 2 6"pa = — 0:p° 04 ¢ (27)
Multipliziert man nun (19) mit &*#f ¢,;C X5 und
verwendet man (12) zur Elimination des s-Produk- und daraus
tes, so findet man: 6"be O:ia = 2 VDB Yac s (28)

. . Vi X .
4 0"py = 0" 075y 0pC 18 ‘BTﬁ 4oA 04 02D
(25)

eine Formel, die fiir viele Umformungen von gro-

Ber Wichtigkeit ist.

Multipliziert man (19) mit *3C, so erhilt man als Zwischenformel:
: X, X 1 Xa s /
auBA 0,BC OJDC == gpv GADA I *gél UADA o ? Euvora T UQBA 0J'.l:)(/ atBC 8

Die letzten beiden Faktoren des letzten Gliedes der rechten Seite werden nun vermoge der aus (19) resul-
tierenden Relation:

Xer i X
o'’ 6"5c = 9" ybi — —— VDB T g S 0. o (29)
eliminiert, so daf} entsteht:
X 1 XX
o3y Ooc 0°5° = — Gue 0%Da + ":g-{’ £ 0%pa q: oi’a g ODAT 4 2 B, 6.5 o0n Euore €47 . (30)

Auf das e-Produkt wenden wir jetzt (11) an. Dann bekommen wir nach einer etwas lingeren Zwischen-

rechnung:
XX XX
— 49,0 050 + 6 0454 9or — 6 Oipa Goo + 4 =5 Ouda + 8 =55 0,Da
FXs

Xa T .
— 6= Sz O'QDA:F 24 Eyoron ~ S 0 DA

40,2, 0pic 05" =

— 0,24 (6,% 0,c8 — 0,% Ouci) -

Fiir den Klammerausdruck des letzten Gliedes der rechten Seite benutzen wir die folgende Umformung:
6,%D Goc — 6,5 Gucis = 2 0,5° Opic — 2o VDB + 22 i T

so daB schlief3lich folgt:
3gQU G'v]')A (31)

. > Xa T e
OoDA T ¥ Eupron g O DA -

0,% Ggiic Ton” + Ogic (0,0° 05°4 + 6,54 0ap°) = — B9, Guipa + 3 9o Tepa —

X X X, X X, X,

+3=G oA+ 3 =g oba— 3G

Das zweite Glied der linken Seite soll noch weiter vereinfacht werden. Dazu sind aber noch einige Zwi-

schenrechnungen notig, die wir folgendermaBlen durchfithren wollen: Wir gehen aus von Beziehung (26),
die wir in folgender Form schreiben wollen:

L i guoinB %ﬁ;

; .0 B .
60"py= D 07 ¢ OoBA -
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Nach Multiplikation mit &..,ra und Elimination des é-Produkts vermége (11) ergibt sich ein sehr langer
Ausdruck, auf dessen Niederschreiben wir verzichten wollen. Mit Hilfe von (20) laBt sich dieser Ausdruck
auf die folgende angedeutete Struktur bringen:

6 0% Epmgrn = £ o [ X, (0 0u5® 00 + pin 0,5 0,8 + 0ain 05 0.80) + Ko ( )+ Ko )+ X, ( )]
F 23 [X, (0,54 Guo + Ogda e+ Gada o) + Xu )+ Xo( )+ X, ( )]
+ B IX (0oa Ka Xy + Ot Ko K+ 0uba X X)) + Ko )+ X, ( )+ X ( )]
Multipliziert man diese Gleichung mit X”, so fallen viele Glieder weg und wir gewinnen die Gleichung:
6 0"bA Epvora X' = £ 218 (0,84 0.p° 0.5 + 054 UgDc 0,20+ Gais O4° %Bc) (32)
F 218 (0,14 Jar + rDa Jug T Tadia Ire) £ S (X Xy 0ips + X, X, 0ppa + X, X, 0,54) -
Durch Symmetrisierung in @ und 7 und Verwendung von (20) resultiert schlieBlich daraus:
ogc (02s 0 + 0By 0,50 (33)
= 2 [0t Xo X, + 0via Ko Xy — 0o X X, — 2[00 G + Tudi oo — Toioa o] -

Damit konnen wir jetzt das entscheidende Glied von (31) eliminieren und erhalten dann fiir das Dreier-

produkt:

. X, X X, X XX, X
B i .C __ 5 3 5 ose s Ayl s
0, A UQBC 05D = Gvo 0'()DA - geo O,DA — grq OsDA =17 Sz O,DA + ‘Sé’ “ OgDA — b2 GQDA F 1 stgwa S - 0 DA

(34)
Fiir verschiedene Rechnungen benétigt man auch Viererprodukte. Deshalb multiplizieren wir die letzte
Gleichung mit 6,°r durch. Die dann auftretenden Zweierprodukte eliminieren wir vermoge (19) und er-

halten nach einigen Umformungen:
0,84 G4isc 0o5® 0P = Vra Gra Gre — oo 9w — Gog Gra) + o (yw X, X, + 950X, Xo— 90 X, X, (35)
+ 0y Ko Ko+ 030 Xy Xy — 00 X, X) = LA X, X, X, Xy b 5 2 02075 (Gus &y0ma — Feo Epmmes—Trg Epon)
£ 5 X By 54 (X Xy e+ Ko K eymere = X Ko bygre) F ¥ n S 04 0.
Durch Verjiingung F = 4 entsteht daraus die einfachere Formel:

0,84 Gyisc 065 0P = 2 (G Gy + Goo G0 — Do Goe) + o 900 X, Ko+ 9,0 X, Ko — g0 X, X, (36)

0 X X = 00 X, Xy — G0 X, K] + 2 X, X, X, Xy o 20 6gy00 XS .

§ 2. Projektion des 5-dimensionalen o-Apparates (11), (12), (13) und (14):

Fiir die Durchfithrung der Projektion ist die fri- earta € (38)
h " hy = G090+ 9,05 995+ 090 0F T + 003 0F g6
her ! gefundene Verkniipfungsgleichung: g gk 4
+gngrgtgl +gngrgtga+gngrgtga ngrg’ga
. —— . . o
Byt = Eir.ia X8 (37) ng,g‘ya+gn9,g’yu+gﬁgigl‘ga+gny"g,9‘2,
von grofler Wichtigkeit. Beachtet man noch, daf} = 92 gegf gl — gn g g gk — g gk g, bl — g gt 9: gk
Emnrsi=0 wegen des Auftretens zweier gleicher In- — g aiorgh — !]n ool — gkt gidh—aha gt dh

dizes sein muf, so resultiert durch Projektion von — gk ait — b dhdt gt — g gl — g,
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Emnrt € = $00, 5+ I 9+ S 9h T (39)  Eunne €™ =2[gf g} — g.91] (40)
- mglngé— g?ng';z gf- - ggn gfzg':’ Ennrt emnrk= = 69:6. (4]_)

In entsprechender Weise fihren wir jetzt die Projektionen der Formeln (19), (20),

(21), (22), (23),

(24), (26), (28), (33). (34), (35) und (36) aus und erhalten beziehungsweise:

O‘mBA OnBC = Imn VAC + ;’ Emmrt GTEA GtBC ’ (4‘2)
O-mBA Onie T UnBA B0 =2 Gun YAcC » (43)
O‘mBA OnBC — O-nBA OmBc = £ i Emnrt OJBA OJ}'SC ’ (44')
O'mBA OpBA = — 2 Jmn > O'MBA OmBA = — 8, O'mBA Onc =4 YAc» (45— 47)
60" = =1 8" 6150 0,%¢ 0ia s 0D Owisa = 2 Vb Vac (48 — 49)
oyic (054 o’ + oy o) = — 2 (0D Jir + OiDA 9jr — OrDA Jij) > (50)
UnBA 0)BC Gs]')c = Gns OrDA — grs OpbA — Inr OsDA £ v Enrst O ]SA > (51)
GnBA 0'BC GSDC O'm.DF :' YFA (gns Inr — Jrs Jmn — Inr gms) (52)

[} 5 .
B 4 - : D
2k 7‘24 Jk F OJBA (gns Emrkt — Ynr Emskt — Yrs Emnkt) T Enrst OJDA O F s

O-nBA OrBC Usﬁc O'mDA =2 (gnr Ims I Irs Ymn — Ins gmr) :F2 { Enrsm

(53)

Durch Vergleich mit der bereits erwahnten Arbeit des Verf. 4 ersieht man, daB der 4-dimensionale Formel-
apparat genau mit dem dort entwickelten iibereinstimmt, weshalb wir unsere 5-dimensionale Axiomatik
als die konsequente Verallgemeinerung der 4-dimensionalen anzusehen haben.

NOTIZEN

Sichtbarmachung von Versetzungen auf Ober-
flichen von Eisen-Nidkel-Legierungen (50/50)
durch chemisches Atzen

Von W. D. HanniBaL

Institut fiir Werkstoffe der Elektrotechnik
der Technischen Hochschule Aachen
(Z. Naturforschg. 15 a, 835—836 [1960] ; eingegangen am 30. Mai 1960)

Kiirzlich ist iiber elektrolytische Atzverfahren zur
Sichtbarmachung von Korngrenzen, Kleinwinkelkorn-
grenzen und Versetzungen auf elektrolytisch polierten
Oberflichen berichtet worden !. Chemische Atzverfahren
fiir Versetzungen auf Eisen-Nickel-Legierungen sind
m. W. bisher nicht bekannt geworden. Im folgenden
werden einige Beobachtungen dariiber mitgeteilt, wie
das Atzverhalten auf Eisen-Nickel-Legierungen (50/50)
bei einer nur chemischen Atzung vom Eisen- und Nickel-
gehalt der Losung und dem Oberflichenzustand abhéngt.

Die Atzung wird in geschlossenen Wigeschilchen bei
Zimmertemperatur vorgenommen und dauert 12 bis
14 Stunden. Die Atzlsung besteht

1. entweder aus urspriinglich reiner A2-Losung ?
oder aus A2-Losung mit so geringer Eisen- und Nickel-
Tonenkonzentration, dafl die Losung nur ganz schwach
gefarbt ist, oder

2. aus A2-Losung, in der eine Fe™- und Ni""-Ionen-
konzentration von etwa 0,05 Mol/I durch anodische Auf-
I6sung von 50/50 Fe/Ni hergestellt wird. Eine storende
Fe™-Ionenkonzentration wird durch Bleche aus dem
gleichen Material, die vor Benutzung der Atzlosung
einige Tage bei Raumtemperatur in ihr liegen bleiben,
beseitigt. Spuren von Kupfer beeintrichtigen den Atz-
vorgang nicht. .

Die Proben werden vor dem chemischen Atzen

a) mit A2 im Disa-Electropol ® oder mit Chromsiure-
Eisessig nach Morris * elektrolytisch poliert, oder

b) wie in a) elektrolytisch poliert und dann im ge-
reinigten H, bei irgendeiner Temperatur zwischen

1 W. D. Hannisar, Acta Met. 7, 697 [1959].

2 Ein Elektrolyt, der von der Firma P. F. Dujardin u.
Co., Diisseldorf, geliefert wird.

3 Gebaut nach Knura-WinterreLor von H. Struers, Kopen-

hagen.
4 C. E. Morris, Metal Progr. 56, 696 [1949].



